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Probleme de synthese
Autour de la médiane d’une variable alatoire réelle

Y

On établit dans la partie I des résultats d’analyse utilisés dans la suite du probleme ; dans la
partie II, on définit 'intervalle médian d’une variable aléatoire et on étudie certaines propriétés
(dans certains cas particuliers puis dans le cas général), et, dans la partie III, on détermine

l'intervalle médian d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson.

Partie |

Soit ¥ la fonction définie sur [0, 1] par :

V€01, W(r)=——— 1;12(1 — )
w(0) =

1
1. a) Etablir que ¥ réalise une bijection strictement croissante de [0, 1] sur [, +00 [

b) En déduire que :

22
2

Veel0,1l, 0 < (I1-z)e" < e

¢) Soit o €]0, 1[.

Prouver qu’il existe un réel § €]0, 1] tel que :

puis que :

Vzel0,0, (1—=x)e® > e2?

+oo 2
2. a) Pour tout n € N*, montrer que l'intégrale / e™7 dt existe et déterminer sa valeur.
0
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b) On définit la suite réelle (I,,),en< par :

1
VneN, I,= / (1 — )ty dt.
0

Etablir que :

VneN, I, < -
2n

Montrer également que :

Vo €l0,1], 36€)0,1[/VneN “/m Tdt < I
0- ) ) Y n ) \/ﬁo 6 —_— mn-

3. Soit € €]0, 1].

a) Déduire de la question précédente et a 1'aide d’un choix judicieux de o, que :

2
Ing €N /Vn > ng, 1—e < (=1, < 1+e.
Vs

b) Déterminer alors un équivalent de I,, quand n tend vers +o0o

Partie Il

Soient (2,7, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle définie sur (2,7, P) et F’
la fonction de répartition de X. On appelle ensemble des médianes (ou intervalle médian) de X
I'ensemble M (X) défini par :

M(X)={meR/P(X <m]) <5 < P(X <m)).

1
2

A. Quelques propriétés de M (X)

1. Peut-on avoir M (X)=R?
2. Soient a et b deux éléments distincts de M (X) avec a < b, et ¢ un réel de ]a, b|.
Prouver que ¢ appartient a M (X).

Que peut-on en déduire ?
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3. Soit a € R. Montrer que :
M(X+a)={m+a, me M(X)},
et que
M(aX)={am, me M(X)}.
B. Cas discret
On étudie dans cette partie le cas ou X est une variable aléatoire réelle discrete.

1
1. a) On suppose que la fonction de répartition F' prend la valeur 3 c’est-a-dire qu’il existe

1
a, un réel tel que F(a) = 7

Montrer que M (X) est un segment.

1
b. On suppose maintenant que F' ne prend pas la valeur 3

Montrer que M (X) est alors réduit a un point.

2. On suppose dans cette question que X suit la loi de Bernoulli de parameétre p €]0, 1].

Déterminer M (X) (on distinguera les cas selon la valeur de p).
3. On suppose dans cette question que X suit la loi binomiale de parameétres n (n € N*) et —

a) Montrer que :
VEkel[o,n], P(X < k]))=P(X > n—Ek]).

b. En déduire M(X) (on distinguera les cas suivants la parité de n).

4. Soit Y une variables aléatoires discrétes.

A-t-on :
MX+Y)={m+n, (mn)e M(X)x MY)}?

5. On suppose dans cette question que X admet une espérance et une variance.

Montrer que :
Vme M(X),|m— E(X)| <V20(X)

(on distinguera les cas selon la position de m par rapport a E(X)).
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C. Cas continu

On étudie dans cette partie le cas ou X est une variable aléatoire a densité, dont une densité
est une fonction f.

1. a) Peut-on avoir M(X) =07
b) Déterminer M (X) si X suit la loi normale centrée réduite.

c¢) On suppose dans cette question que X suit la loi exponentielle de parametre A(A € RY).

Déterminer M (X) et montrer que :

E(X) ¢ M(X).

2. Soit (a,b) € (R)?, a < b.
On suppose, dans cette question, que f est continue et strictement positive sur |a, b[ et
nulle en dehors de [a,b] (si]a,b[# R).

On note F' sa fonction de répartition.

a) Montrer que la restriction Fy de F' & ]a,b[ réalise une bijection de ]a,b[ sur ]0,1].

b) En déduire que :
1
Al ' mg €la, b, F(mg) = 2
puis que :
M(X) = {mo}

¢) Que peut-on dire si f n’est pas strictement positive sur |a, b[?

3) On suppose, dans cette question, que f est continue et positive sur |a, b| et nulle en dehors
de [a,b] (si |a,b[# R), et que X admet une espérance et une variance.

Montrer que :
Vme MX), m—-E(X)| < V20(X).
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Partie 11l
Toutes les variables aléatoires de cette partie sont supposées définies sur un méme espace
probabilisé (2,7, P).

On définit la suite de fonctions (P,)pen+ par :

nxk

VeeR, VneN, P(x)=e" —
= k!

1. a) Montrer que :
VeeR, VneN, / e "u" du=n! (1 - P,(z))
0

b) En déduire que :
VneN, 1—-PFP,(n)=—"—1I,,

ou (I,)nen~ est la suite définie en partie L.

c¢) Ecrire un programme en Scilab permettant de calculer et d’afficher la valeur de

P,(n) pour un entier naturel n non nul entré par I'utilisateur.

2. Etablir a ’aide des résultats de la partie I que :

n" _ [T

3. Soit (X)ren+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant toutes une

méme loi de Poisson de parametre 1.

On définit alors, pour tout n € N*, les variables aléatoires S, et Y, par :

Su=S X,

k=

—_

VneN,

a) Montrer que, pour tout n € N* S, suit une loi de Poisson dont on déterminera le para-
metre.

b) En déduire a 'aide de la suite de variables (Y,,)nen+ que :

1
lim P,(n)= 5

n—-+4o0o
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puis que (Formule de Stirling) :

4. a) Montrer que :
Vnel2+oo], VoeR, P,i(x)=P,(zx)+ P.(x).

b) Montrer, a I'aide de la formule de Taylor avec reste intégral, que la suite (P, (n))nen+ est

strictement décroissante et que la suite (P,1(n)),>2 est strictement croissante.

¢) Prouver alors que les suites (P,(n), > 2) et (P,—1(n),>2) sont adjacentes.

d) En déduire que, si X suit une loi de Poisson de parametre n(n € N*), on a :

M(X) = {n}.
Correction

Partie |

1. a) ¥ est continue sur |0, 1] comme quotient (dont le dénominateur ne s’annule pas) de
fonctions continues sur |0, 1].

De plus, au voisinage de 0, on a :

22
—In(l—2)=z+ > + 2%e(z)

ou

}grtl) e(x) =0
d’ou

1
U(z) = 3 +e(x)

et donc

. 1

lim ¥(7) = 3

= U(0).

Psi est donc continue en 0, et on peut conclure :
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U est continue sur [0, 1].

b) U est dérivable sur |0,1] et on a :

r?(—1+ . ) —2x(—x — In(1 — x))
/ — X
vV x €]0,1[, ¥'(z) = "
v omi—a)
T n(l—x
_ 1—x
- p
Soit alors ¢ la fonction définie sur [0, 1] par :
Voelll, p@) =v+- Y i om-a)
—x
@ est dérivable sur [0,1] et :
l—z+z 2

vee 0L Y@ =1t T ay

(1—2)4+1-2(1—-2x)
(1—=)

Ainsi :
Vxelo, 1], ¢'(z) > 0.

Comme ¢(0) = 0 et comme ¢ est strictement croissant sur 0, 1[:
Vaxe€l0,1], ¢x) >0
donc :

Vrelo,1], ¥'(x) > 0.

U étant continue en 0, elle est strictement croissante sur [0, 1.

Etant continue sur [0, 1[, ¥ établit une bijection de [0, 1] sur [V(0), lim W(z)|

T——+00

1
Comme V(0) = 5 et 31}111 U(z) = +00, on peut conclure :
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1
U réalise une bijection strictement croissante de [0, 1] sur [2, +00 [

2. a) e Comme exponentielle est positive sur [0, 1] :

Vaxel0,1], 0 <(1—-uz)e¢"

e D’apres la question 1.b) :
Vael0l, Y(x)

v
<
e

et comme —z2 < 0:

Vazel0,1, —2*V(z) < —2*T(0)

et exponentielle est croissante sur R :

Vaxel0,1], exp(—2® ¥(z)) < exp(—z® ¥(0))

soit :

[N

x

Veelo,l, (1—-x)e® < e 7
De plus, comme 0 < =2 (I'inégalité reste valable pour x = 1).

1 1
b) e Comme o €]0,1[, o2 €]0,1] donc ) 6}2,—1-00{.

1
D’apres la question 1.b), 557 admet un antécédent par ¥ dans |0, 1] donc :
o

36 €)0,1[ / W(5) =

207

e Comme U est croissante sur [0, 1] et 0 €]0,1[, ¥ est croissante sur [0, 0] donc :

Vael0d, W) < W)

et comme —2%2 < 0:

Vaoel0,d], —2*U(zr) > —z¥(0)

et comme exponentielle est croissante sur R :

Vaoel0,0], exp(—2*U(z)) > exp(—z*¥())
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donec :

22

Vael0,0], (I1—z)e” > e 22

e soit X une variable aléatoire suivant la loi normale de parametre 0 et a.

La fonction f définie sur R par :

1 2
VeeR, f(z)= ¢ 5z

est une densité de X donc :

1 too 2
V@ER:, O“/%/_w€2a2dt:]_

e Soit n € N*.

Pour o =

1

—,ona:

v
n —+o0 2

,/—/ e dt =1
21 J 0
2
et comme la fonction t — e "7 est pair :

—+o00 2
2,/3/ e T dt =1
21 Jo

soit :

e D’apres la question 2a) , la fonction y — y"(n € N*) étant croissante sur R, , on a :

+2

VneN Vtel0,1], (1-t)e) < e™z.

Ces fonctions étant continues sur [0, 1], par croissance de I'intégration

On a: . ,
VneN, I, < / e di
0

+00 2
et comme / e T dt >0 (par positivité de I'intégration car cette intégrale converge)

1
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1
VneN, Jng/ dt+/ gy
0

et d’apres la relation de Chasles et la question précédente :

VneN, I, < =
2n

e Pour n € N*, la fonction y+— y™ étant croissante sur R, d’aprés la question 2.b),

Ona:

Vo €l0,1], 36€]0,1[/Vte0,6], ((1—1t)e)" > e 22

Ces fonctions étant continues sur [0, 4], par croissance de l'intégration

Vo €)0,1], 35€)0,1], Ve N, /((1—t " i >/ =

Comume :

Vtels1], ((1-t)e)™ > 0,
Par positivité de 'intégration (§ < 1)
1
/5 (1= t)et) dt > 0

et d’apres la relation de Chasles :

nt2

5
Voelo1] 3601 VneN, I > [ e
0
t
Comme ¢ — /n — est de classe C' sur [0, d], en effectuant le changement de variable
o

g

[

VRl 2
Voeo,1, 3510,1], YneN, /VYneN, \;’ﬁ/ % du.
0

)
De plus, si o €]0,1[, comme +/nd >0, /n— > /nd.
o

)

2 ’U,* u2
Comme ¢ — e~ est positive, / e 2 du > 0
Jas

et d’apres la relation de Chasles :

10
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4.

Vvn é 42
Vo el0,1], 35€)0,1]/ V¥ ne N, / T dt < I,
0

a) D’aprés la question précédente, on a :

2
VneN, (=1, <1 <l+e (1)
e

De plus, on a :

2 5v/u t2 2
Vo elo,1], 36¢€]0,1], Vn e N, mﬁff ezt < 1, (@
s 0

™

Comme 6 > 0, 1_131 dv/n = +o0o donc :

5v/n 42 +00 2
lim ez dt :/ e 2 dt
0

n—+o00 J(

et d’apres la question 3.a) pour n =1 :

2
Ainsi
2

lim a,/—/ e 2 dt =o.
n——+o00 2 Jo

D’apres la définition de la limite, on a donc :
2 ovn 2
VB >0 dnoeN, Vn > ng, o —/ ez dt > o— 0.
m Jo

Ainsi pour 0 =1 — % (0 €]0,1[) et = =(8>0) et dapres (1) et (2)

€
2

2
Tng N, Yn > ng, l—e<y—I, < l+e
T

b) D’apres la question précédente, on a :

[2
Vee€lo, 1], dnoe N, Vn > ng, ‘ —nIn—l < e
T
et donc :
. [2n
Ve >0, dngeN", Vn > ng, | —I,—1] < ¢
s

11
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et par définition de la limite :

Soit

Partie Il

pl# Point méthodologique 1.
On va évidemment raisonner par ’absurde ici. En remplagant les probabilités
en jeu par une fonction de répartition et en connaissant bien les propriétés des
fonctions de répartition, on va y arriver sans trop souffrir!

Supposons que M(X) = R.

On a alors en posant F' la fonction de répartition de X :

1
VeeR, F(x) > 5 ce qui est impossible car EEn F(z)=0.
Ainsi :
M(X) #R

m Remarque  On pouvait aussi raisonner sur la limite de P(X < m) en +o00, qui vaut 1,
et arriver a une contradiction. .

¢ Point méthodologique 2.

Comme souvent lorsqu’il y a des inégalités portant sur des probabilités, on
raisonnera souvent a l'aide d’inclusion d’événements. Reste a trouver ici les bons
événements a comparer. En posant bien ce que 'on a et ce que 1'on cherche,
cela apparait assez clairement...

e Ona:

(X <¢ C[X <b donc:

12
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1
P(X <c¢) < P(X <b) etcomme be M(X), P(X<b)§§ donc :
1
De plus, on a :
[X <a] C[X <] donc:
1
P(X <a)<P(X <c¢) etcomme a€ M(X),P(X<a) > 5 donc
1
Ainsi : ]
P(X<c)§§§P(X<c)
donc :
ce M(X)

e On en déduit :

Veéelab, ce M(X) donc:

s

Si M(X) contient deux réels (a,b) tels que a < b
alors nécessairement, M (X) contient 'intervalle [a, b]

Point méthodologique 3.

Il s’agit de montrer ici que :

meMX)<—= m+a€ M(X +a)

puis que :

m e M(X) < am € M(aX)

On va procéder par équivalence directement. Attention, dans le second cas, il y
aura des distinctions a faire en fonction du signe de a...

e Ona:

meMX) <= P(X <m) <

13
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soit :

<:>P(X—|—a<m+a)§;§P(X—|—a§m—|—a)
d’ou :

< m+aecMX+a)
donc :

M(X +a)={m+a, meM(X)}

e x Sia=0,alors aX est la variable aléatoire certaine égale a 0

Ainsi : 1
V<0, P(aX<x):0<§
Donc :
VeeR:, z¢& M(aX).
VeeRy, PlaX <z)=1
donc : ]
VeeRl, PlaX<z)=1 >3
d’ou :
VrelRy, r g M(X)
et 1
P(aX<O)§§§P(aX<O)
donc

* Si a>0, alors:

m e M(X) < P(X <m) <

et comme a > 0 :

14
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Donc
M(aX) = {am, me M(X)}.

* Sia <0, alors :

mEM(X)<:>P(X<m)§§§P(X<m)
et comme a < 0 :
1
<= P(aX > am) §§ < P(aX > am)
d’ou :
1
mEM(X)<:>1—P(aXZam)§§§1—P(GX>am)
Soit
1
<= P(aX < am) §§ < P(aX < am)
< am € M(aX).
Ainsi :

M(aX) = {am, me M(X)}

et dans tous les cas :

{M(aX)=am, me M(X)}

. a)

¢ Point méthodologique 4.

Question assez délicate a formaliser. Pour comprendre ce qu’il se passe, comme
souvent, on prend des exemples simples.

Par exemple, tentez de voir ce qu’il se passe pour une variable dont le
support contient deux éléments a et b et tel que F(a) = % On observe alors
sans trop de difficultés que a et b sont dans M (X). On utilise alors la question
II.LA.2 pour conclure que M(X) contient le segment [a,b]. Il faudra alors
montrer que tout élément qui n’est pas dans ce segment n’appartient pas a la
médiane. Ca demande de la rigueur mais ce n’est pas trop difficile non plus.

Reste a formaliser le cas général. Et la, c’est un peu plus ardu! Allons-
y!

15
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X est une variable alatoire discréte.

Posons X (2) = {x;, i € I}, 'ensemble des valeurs prises par X avec une probabilité
non nulle ou 7 est un ensemble fini ou dénombrable constitué d’entiers consécutifs.
Comme F' prend la valeur %, on a :

1
3@06]7P<XS17ZO):§

on a alors :

o Vo <u,

P(X <z) < P(X <)

soit

DN | —

<

Vae]—oo,x,], =& MX).

o V>,

P(X <.T) > P(X §$i0+1)

d’ou :

DO | —

donc :
V& €|xigi1, oo, = & M(X).

e Enfin, on a:
1 1
P(X<I’i0)<§ et P<X§xm):§

donc

P(X < ;) < = < P(X < 1)

N —

Soit x;, € M(X).

1
P(X < xio—l—l) = 5 et P(X < xi0+1) >

| —

donc
P(X <@jg1) <

donc w41 € M(X).

D’aprés la question ILA.2. | [z, Zi11] C M(X) d’on

16
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M (X) est un segment

1
b) Comme F' ne prend pas la valeur grona:

1 1
JdJaeR Ve <a, P(X<uz) <3 et Ve > a, P(X <uz) >3
Ainsi :
Ve <o, x¢ M(X).
De plus :
1
Vo > a, P(X<x)>§
donc :
Ve >a, v M(X).
Enfin : )
P(X<oz),§<P(X§oz)
d’ott :
ae M(X)
donc :

M (X) est réduit & un point

2. Si X suit la loi de Bernoulli de parametre p, en notant F' sa fonction de répartition,

on a :

Ve <0, F(z)=0
Ve e [0,1], F(z)=1-—p
Ve e [l,+o0[, F(z)=1
. 1 1 . , :
e Sip= 3 F prend la valeur 2 et d’apres le résultat de la question I11.B.1.a)

(ona n; =0):

Si p = ; M(X) = [0,1]

1 1
e Sip< 3 F ne prend pas la valeur 3 et

1
P(X <z)=0, F(0)> 3 donc d’apres la question IL.B.1.b) (a=1)

17
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Si p < ; M(X) = {0}

. P(X<1)=

DO | —

1 1
e Sip> 2 F ne prend pas la valeur 5 et P(X <1)<

donc d’apres la question I1.B.1.b) (e =1) :

Si p > ; M(X) = {1}

. a)Ona:

Soit en posant j' =n — j :

0

et comme ( " )
n—j

- ()6
j=n—k j 2
soit :
= > P(X=))
j=n—k
donc

Vkelon], P(X<k)=PX>n-—k)

b) e Sin est pair, en posant n = 2p, d’apres la question précédente, on a :
Vke[0.20], P(X<k)=P(X>2% K
soit :

=1-P(X <2p—k)

18
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et comme X est une variable aléatoire discréete :
=1-PX<2p—k-1)
Pour k£ = p, On a alors :

PX<p+PX<p-—-1)=1

Comme P(X <p—-1) < P(X <p), on en déduit

1

1

1
La fonction de répartition de X ne prend pas la valeur 3 et d’apres

la question I1.B.1.b) :

M(X) = {p}

e Si n est impair, en posant n = 2p + 1, on a de méme :

Vke[0,2p+1], P(X<k) +P(X<2p—k) =1

donc pour k =p:

2P(X <p) =1

soit
1
P(Xﬁp):§

1
La fonction de répartition de X prend alors la valeur 3 en p et d’apres I1.B.1.a) :

M(X) = [0,1]

4. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Bernoulli de

1 1
parametre 3 donc X +Y ~» B (2, 2) )

Or d’apres la question 11.B.2,

et la question I1.B.3.b),

Ainsi :

19
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Dans le cas général, M(X +Y)#{m+n, (m,n) e M(X)x M(Y)}

5. ¢ Sim < E(X),ona:

kEX(Q)
soit :
= > (k—EX)P(X=k+ ) (k-EBEX))?PX=k)
keX(Q) kex ()
k< k>m
d’ou :

VEeX(Q k<m, k—EX)<m-FEX)<0
donc :
VkeX(Q), k<m, (k—FEX))?*>(m- E(X))?

d’ou :

soit :

d’ou
2V (X) > (m — E(X))?
et comme y — /y est croissante sur R

V20(X) > |m— E(X)|.

20
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C.

1.

e De méme, si m > E(X), on a:

kek)zfmﬂ)
d’ou :
> (m— E(X))*P(X = m)
donc :

> (m— E(X))*(1 - P(X <m))

comme m € M(X), on a:

P(X <m) < ;
donc :
1
d’ou :
1
V(X) > §(m—E(X))2

Ainsi dans tous les cas :

Vm e M(X), |m—EX) < V20(X)

a) Soit X une variable aléatoire & densité et F' sa fonction de répartition.

Comme :
VreR, P(X <zx)=PX <ux),

on a :
1

M(X)={meR, F(m)=}.

On a: F(R) C [0,1], F continue sur R,

lim F(z)=0 et lim F(x)=1.

T——00 T—r—+00

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires :

EImGR/F(m):;

donc :

M(X) #0

21
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b) Soit F' la fonction de répartition de X.

On a:

v €R, F(X)= /x -5 dt

A s = — e 2

\/271' —0o0

donc :

Ve eR, F'(X) ! T >0

’ _\/271'

d’ou :

F' est continue et strictement croissante sur R, donc F' réalise une bijection de R

sur ]0, 1]
d’ou :
1
EI!aeR/F(a):§
et comme
1
F(0) ==
0=
et

M(X) = {0}

c¢) La fonction de répartition F' de X est :
VeeR*, F(x)=0

Ve eR,, F(z)=1—e

Ainsi :

mGM(X)<:>F(m):;

1
= l-e™ =2
‘ 2

22
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et m € Rt donc :

d’ou :

- {5)

Comme f est continue sur |a,b[, F; est de classe C'! sur ]a, b| et :

V x €la,b], Fi(x)= f(z)>0.

F) est donc strictement croissante sur |a, b|.

Comme elle y est continue, elle réalise une bijection de ]a, b] sur lim F (x), lirlr} F(x)].
Tr—a T—0—

e Sia#—c0 et b# 400,

comme f est nulle en dehors de [a, b] :

Ve<a, F(x)=0

d’ou :
lim F(zx)=0
z—a-
et comme F' est continue sur R :
F(a)=0
d’ou
xlir% F(z)=0.
Ve>b Fr)=1
d’ou
Ap P =t
et comme F' est continue sur R :
F)=1
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d’ou :

lim Fi(z)=1

r—b—
e Si a= —o0,

lim Fi(z) = lim F(x)

Tr—a Tr—a

et comme F' est la fonction de répartition de X :

=0

e De méme, si b = +o0,
:lclglla Fi(z) = ilgll; F(z)=1

Ainsi :

‘Fl établit une bijection de ]a, b] sur |0, 1[‘

1
b) e Comme 3 €]0, 1] et d’apres la question précédente :

3 mo €la,b] / F(mo) ;

et :
Va>b, F(x)=1
donc :
Ve € R\|a,b], = & M(X)
d’ou
M(X) Cla,b|
et d’apres le résultat précédent :
| M(X) = {mo}|

c) Fy est continue et croissante (car F' est croissante) et Fi(]a, b[) =|a, b]

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires :

1
I mg €la,b], F(mg) = 3

donc
M(X) Cla,b|.
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M(X) Cla,b] mais M(X) n’est pas nécessairement réduit a un point

3. Soit m € M(X)

e Si m <E(X),ona:

et comme
(t—E(X))? f(t)> 0
Vx) 2 7= BOOP ) di
t—EX) <m-EX)<0
done
(t — E(X))* > (m — E(X))?

V(X) > (m — E(X))? /_ i £(t) dt

soit :

et comme m € M(X) :

e Sim> E(X), onade méme :

vz [T - BOOR @

soit :

et donc :
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et comme F(m) = = :

Dans tous les cas, on a donc :

2V(X) > (m — E(X))?

et comme y — /y est croissante sur RY :

VYme MX), oX)V2 > |m—E(X)|

Ainsi, dans tous les cas :

2V(X) < (m — B(X))?

Donc :

Vm € M(X),vV20(X) < |m— E(X)

Partie Il

1. a) Soit x € R.
g:tr— et étant C" sur [0,2] (n € N*),

on a, d’apres la formule de Taylor avec reste intégral :

VneN, 0=y O=2)" o (z) + /m O 0 ) d(u)

= K n!

or :
VEeN, VteR, ¢®t)=(-1)e"!
D’ou :
* - (_1)k$k k_—=x 0 (_1)nun n+l _—u
vV n e N, 1:’;) X (—1)" +/x o (=)™ e du
—x z :Ck 1 v n_—u
=e kz:%)g + n!/o u"e ™ du

Et donc :

Vr € R, Vn &N, / e “u" du =nl(1— P,(x))
0
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b) Ainsi, pour z = n :

1 n
VneN*, 1—P,(n)= / e "u" du
0

Tl
En posant w = nt (du = n dt), C' sur [0, 1], il vient :

1 /1
VneN*, 1—PF,(n)= —'/ e ™ (nt)" ndt
n! Jo

1 n+1 ! n _ —nt
=—n / the™™ dt
u: 0

En posant t = 1 — v(dt = —dv), C" sur [0,1] :

nn-i—l 1
VneN', 1-Py(n)=—; / (1 —v)"e ™" du
n! Jo
e " nn+1 1
= 1—wv)e"]"d
o [l verd
et donc :
—n ,n+1
WneN, 1-Pn)="—"—1I,
n!
c) n=input (’entrer un entier n’)
U=1
S=0
For k=0 : n
S=S+U;
U=Ux*n/ (k+1) ;
end
S=S/exp(n);
disp(S)
2. D’apres 1.4.b) :
Iy o~ =
n—+oco \ 2n
Donc, d’apres 1.b) :
—-n ,n+1
1-Pn) ~ 4 T
n—-+00 n! 2n
d’ou :
n! . [
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a) Montrons par récurrence que :

Vn e N*, S, < P(n)

* Pourn=1 S, =X; donc:

* Soit n € N*.
Supposons que :

Sp — P(n).

On a:
Sn—i—l = Su + Xn+1

Comme X7, Xo,...X,, 1 sont indépendantes
S, = X1+ Xo + ... + X, sont indépendante de X1,
et comme

Sy = P(n) et X, — P(1):
Sn+1 — P(n + 1)

* Ainsi

Yn e N, S, P(n)

b) D’ot; comme :
Vne N, E(X,) =0cX,) =1

d’apres le théoreme de la limite centrée :

lim P(p, <0) = ¢(0)

U—r—+00
ou ¢ est la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi normale
centrée réduite.

On a donc :
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soit :

Or, comme S,, — P(n) :

= Z e_n
k=0
= Pa(n)
Ainsi :
. 1
Jm o Fa(n) =3
D’ou :
Jim 1= R0 -
Et d’apres 2 :
1 nen [T
2 n—+oo nl 2
D’ou :
nl  ~ (n) 2mn
n—-+0o00 e
a) On a :
n k
/ —X —T
Vn>2 VzxeR, P(r)=—e };) H%—e
=—P,(z)+e"

D’ou, en posant k' =k — 1 :

Vn>2 VzeR, P,(x)+ P.(x)

= P,_1(x)
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b) On a, d’apres la question précédente avec u + 1 :

VneN, Pa(n+1)—Py(n) = Poa(n+1) = Bi(n) — Fpyq(n)

Et donc (formule de Taylor avec reste intégral appliquée a P, sur [n,n + 1],

ot P,y est C?) :

ntl (n+4+1—t)! pr

VneN, Pyi(n+1)— Py(n) :/

d’apres 4.a) :
VneN, Vienn+1], P, ()= P(t) — Poi(t)
Et par dérivation :

v n e N*a v t € [nan_'_ 1]7P7;/+1<t> = PrlL(t> - P?é-i-l(t)

L tn N L tn-i—l
=—e ' —+e
n! (n+1)!
ettt [ t }
ol n+1
<0
Ainsi :  (avec égalité pour t =n + 1)
n+1 1 —#)!
Vne N, /n (”JFU) P’ () dt< 0
Et donc :
VneN, Pyn+1)—F,(n) <0
Ainsi :

(Pn(n))nen+ est strictement décroissante

De méme, d’apres 4.a) :

Vn>2 P,(n+1)—P,.1(n)=P,(n+1)— P,(n) — P.(n)

n

:/n-i-l (n—l—l—t)l P”(t) dt

n 1 "
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De plus, d’apres les calculs précédents :

—t yn—1
Vitenn+1], P,,’L'(t):e ! { t}

I
m—1 | "n

>0 (avec egalité pour t = n)

D’ou :
Vn>2 P,(n+1)—P,_1(n) > 0
Ainsi :
(Po-1(n))n>2 est strictement croissante
¢) On a :

Et d’apres 3.b) :

D’ou :

Ainsi, d’apres 4.b) :

(Po(n))n>2 et (Py—1(n))n>2 sont adjacentes

d) D’apres 3.b) :
1
lim P,(n)= lim P, 1(n)= 3

n—-+00 n—-+oo
Et donc, d’apres 4.b) :

1
Vn>2 P,1(n)< 5 < P,(n).

Soit encore, en notant F' la fonction de répartition de X, si n <2:

Fin—1) < ; < Fn).

Et donc, d’apres I11.2.b) :
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Sin=1,ona:

_1
1
< 5
F(1) :i > ;,
donc :
M(X) = {1
Ainsi :
M(X) = {n}
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